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Barrier options are actually conditional options , dependent on whether 
some barriers are breached within the lives of the options. They are 
therefore path-dependent. Barrier options are geared to the needs of 
sophisticated investors , because these options are created to provide 
risk managers with cheaper means to hedge their exposures without paying 
for the price ranges that they believe unlikely to occur. The text target 
is to look for the price formulas of the barrier options. The thesis 
chapter 1,introduced the finance development situation, barrier options    
and reflection principle theorieses. The thesis Chapter 2,introduced  
Black-Scholes  option price formula. Chapter 3, the emphasis of this 
paper, mainly discusses the pricing formulas of three kinds of barrier 
options. Firstly we discuss the pricing formulas of the options with 
barriers during the whole effective period of the options .Then we discuss 
the pricing formulas of the early-ending barrier options with the barriers 
stopping to be effective before the expiration of the options. Lastly we 
discuss the pricing formulas of the options whose barriers are not 
effective immediately but some time in the future within the life of the 
options .And the pricing formulas are worked out mainly via the approach 
of the reflection principle.At the same time , the innovation of this paper 
is to work out the three kinds of pricing formulas of barrier options of 
the geometric average assets .This paper takes down-out calls for example, 
as in most other situations, we can price all kinds of options as long 
as we know the distribution of the underlying asset price at maturity , 
so, we can price the down-in calls, up-out calls and so on by the same 
mean. 
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以某种证券为标的资产的欧式看涨期权，是指在 0t = 时甲方（一般为证券
公司）与乙方的一个合约，按此合约规定乙方有一个权利，能在时刻T 以价格 X
（敲定价格）从甲方买进一批这种证券，如果时间T 时的市场价格 TS 低于 X ，
乙方可以不买，而只要时间T 时的市场价格 TS 高于 X ，乙方就得利。综合起来，

















于这个合约能给乙方带来 max(0, )T TC S X= − 的随机收益，就需要乙方在 0t = 时
刻用钱从甲方购买。这个合约在 0t = 时刻的价格，称为它的贴水或保证金
(premium)。问题关键是如何确定这个合约在时刻 t T< 的价格。这正是本文研究
的问题。  
§1.2 障碍期权简介 
障碍期权在所有的奇异期权（exotic option）中算是最早的，在 Chicago 
Board Of Options Exchange (CBOE)开始出现的前六年，障碍期权就已经在美国
市场上零星的出售了。Snyder（1996）把“向下敲出期权”（障碍期权的一种）
描述为“有限风险的特别的期权”（Limited risk special options）。Donaldson，











































资产价买入期权和平均执行价买入期权的到期收益分别为 max( ,0)A X− 和












= ∑                                      (1.31) 
离散的几何平均： 




t t t tA S S S S= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅                                         (1.32) 
这里
it























∫                                        (1.34) 




















=γ σ+dt dZ                                                 (1.35) 
Z 为概率空间 ( )( )t 0, F ,t T P≤ ≤Ω 上的标准布朗运动,其中γ ,σ 分别为标的资产的
期望收益率和波动率,它们都是常数,设当前时刻为 t, [ ],t T 为平均时段区间。 
则几何平均资产定义为： 




A T S dt
T t
=
− ∫ )                                        (1.36) 
由(1.35)可以解出： 




S S t t Z Zσγ σ
⎡ ⎤⎛ ⎞
= − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦
                            (1.37)               
将(1.37)代入到(1.36)可得： 








A T S Z Z dt
T t T t
σ σγ
⎛ ⎞−⎛ ⎞
= + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠⎝ ⎠
∫          
进而







A T T t
Z Z dt
S T t T t
σ σγ
−⎛ ⎞
= − + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∫  
期望
( ) ( ) ( ) ( )1
2 2
11ln




A T T t
E T t E Z Z dt
S T t
σ σ σγ γ
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= − − + − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫   
方差
( )










Var Var Z Z dt Var Z dt
S T t T t
σ σ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠















0 0 0 0
T t T t T t T t
ut t t
Var Z dt E Z dt E Z dt Z du
− − − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ ∫ = 
( )1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 0 0 0 0
T t T t T t T t T t u T t T t
ut
u
E Z Z dt du t udt du t dt du udt du
− − − − − − −


















































σ= ( )T t−    
根据对数正态分布的知识可得 ( )A T 的转移密度函数为: 
( ) ( )
( ) ( )
3,
2
A T A t
T t A T
ϕ
π σ
= •⎡ ⎤⎣ ⎦ −
 
























=γ σ+dt ( )dW t ， ( )W t 为概率空间 ( )( )t 0, F ,t T P≤ ≤Ω 上的标准布朗运动,其
中γ 是无风险利率，σ 为波动率，两者都是常数， t 为当前时刻。 
并设上障碍大小为： ( )
1 1
exptU U tβ= 其中 1t t T≤ ≤ 。 
下障碍大小为： ( )
1 1
exptL L tα= 其中 1t t T≤ ≤ ，α ，β 都为常数。 tL S U≤ ≤  
并设 ,t TS S 表示标的资产的价格从 tS 变化到 TS 的路径。 
用 0Θ 表示所有从 tS 变化到 TS 的路径，用 Lτ 和 Uτ 分别表示标的资产的价格第一
次碰见下障碍与上障碍的时刻。即 
Lτ ( ){ }11 1 1inf exp ,tt S L t t t Tα= = ≤ ≤ 。 
Uτ ( ){ }11 1 1inf exp ,tt S U t t t Tβ= = ≤ ≤  
令 { }1 1 1, sup 0U t T t tS S S U t t T⎡ ⎤Θ = − < < >⎣ ⎦  
{ }1 1 1, inf 0L t T t tS S S L t t T⎡ ⎤Θ = − < < <⎣ ⎦  
即分别用 UΘ ， LΘ 表示那些标的资产的价格碰到上障碍，下障碍的那些路径的
集合。 
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                           (1.42) 
其中 ( ),
U T t
f S SΘ ， ( ),L T tf S SΘ 分别表示标的资产从 tS 出发且在期权有效期间
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第二章   Black-Scholes 期权定价理论 




1973 年，芝加哥大学教授 Black 和 MIT 教授 Scholes 在美国“政治经济学
报”（Journal of Political Economy）上发表了一篇题为“期权定价和公司负
债”（The pricing of options and corporate liabilities）的论文；同年，
哈佛大学教授 Merton 在“贝尔经济管理科学学报”上发表了另一篇论文“期权
的理性定价理论”（Theory of rational option pricing），奠定了期权定价的
理论性基础，为财务金融学开创了一个崭新的领域，也拉开了 100 万亿美元庞大
市场的序幕。Scholes 和 Merton 由于在期权定价方面的开拓性贡献，被授予 1997
年诺贝尔经济学奖（Black 教授 1995 年逝世未能享此殊誉，但英名也永载史册）。
现在，期权理论与应用研究已经成为财务金融学领域最为活跃的分支，本文的研
究就是以著名的 Black-Scholes 模型展开的。 
§2.2 概念与基本假定    
Black-Scholes 期权定价模型将股票期权价格的主要因素分为五个：标的资
产市场价格 tS 、执行价格 X 、无风险利率 r、标的资产价格波动率σ 和距离到期
时间T t− 。除此之外，对于股票期权来说，影响其价值的参数还包括股利支付 D。 
Black 和 Scholes 在推导 Black-Scholes 模型时做了以下 7条基本假设： 
（1） 无风险利率 r已知，且为常数，不随时间变化； 
（2） 有两种长期存在的证券，一种是股票（标的资产），其价格 tS 的变化为一
几何布朗运动，即 
( )t t tdS S dt S dB tμ σ= +  
或者说， tS 服从对数正态分布，
2
0 exp{( 1/ 2 ) ( )}tS S t B tμ σ σ= − ⋅ +  






























T t− ：距离到期时间。 
§2.3 Black-Scholes 模型 
我们按照 Black 和 Scholes 在 1973 年那篇奠定诺贝尔经济学奖的经典论文
的思路来推导 Black-Scholes 微分方程。 
假设 tF 是期权（或者其他衍生证券）的当前价格，显然， tF 一定是标的股票当
前市场价格 tS 和当前定价日 t 的某种函数。 
注意到 Black-Scholes 模型的基本假设，股票价格 tS 遵循随机过程： 
t t t tdS S dt S dBμ σ= +  
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